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単体(r-simplex)とする単体的複体構造が入る．その複体をそれぞれ△(Sp(G)), △ (Ap(G)) 
とかく．すなわち，
△ (Sp(G)) = {(E。<H1 <・・・<Hr) I Hi E Sp(G), r EN U {O}} 
△ (Ap(G)) = {(E。<H1 <・・・<Hr) I Hi E Ap(G), r EN U {O}} 




△ (Sp(G)), △ (Ap(G))の幾何学的実現をそれぞれ I△(Sp(G))I, I△ (Ap(G)) Iとかく．幾何学
的実現の定義を明確にしよう△(Sp(G))の頂点集合的(G)の元の個数をnとすると， n次
元Euclid空間町を考え， HiE SP(G)を町の点ei= (0, ・ ・ , 0, 1, 0, ・ ・ , 0)と同一視する
ただし， eiはi番目の成分が1で他の成分が0という点を表す.u = (R。<H1 <・ ・・< 
凡） E△（ふ(G))に対して， uにより張られる，町の凸集合を向と書く．すなわち，
lul = {t。H。+・ • ・+ trHr I ti~0, 苔i= 1}C町
そのとき，





例1.G =らのとき，品（ら） = A2(ら） = {C2} ====}△ (S2(ら））＝△(A2(ら）） = {(Cり}==} 
I△ (S2(C2)) I = I△凶(C2))I= { 1点｝
例 2.G = Cp2のとき，ふ(Cp2)= {Gp, CP2}, Ap(Cp2) = {Cp} ====}△（名(Cp2))= 
{ (C'.砂 (Gp<Cp2)}, △ (Ap(Cp2)) ={(Gp)}====} I△（ふ(Cp2))I=単位区間I,I△ (Ap(Cp2))I = 
{l点｝
例3.G = C2 X 凸のとき，ふ(C2X ら） = A2(C2 X凸） = {CJ, CJ, Ci, C2 x凸}==} 
△ (S2(C2)) =△ (A2(ら）） = {(Ci), (C多），（噂）， (q< C2 Xら）， (C多<C2 X凸）， (CJ<
C2 X凸）｝ここで，ci(j = 1,2, 3)は位数2の巡回群である．
==} I△ (S2(ら)）l=I△ (A2(C2))I =下図のようなtree
~ 
例4.G = D12のとき，ふ(D叫 =A2(D叫={CJ, q, q, ct ct cg, c;, 1;.1, ½ 叫り｝，
品(D叫=A3(D叫＝｛ら｝，ここで， 0§(j= 1, 2, ・ ・ , 7)は位数2の巡回群，胄 (k= 
1, 2, 3)はクライン群とするハッセ図は以下の通り．
Vl Vl Vl 
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Bp(G) ={PE Sp(G) I Op(Na(P)) = P} 
ここで， Op(Na(P))はPの正規化群Na(P)の極大正規p部分群を意味する．定義式か
らこのポセットは Sylowp部分群全部を含むことが直ぐわかる しかも 1△(Bp(G)) Iは




ぷ(G)=: {U E S(G) I uはGの非自明なべき零p部分群｝，
ら(G)=: {U Eぷ(G)I U > Op(Z(Na(U)))} 
とおくとき，次が成り立つ：
定理 ([3],2016, liyori and Sawabe) 
包含写像 l: I△（氏(G))Iy I△（ら(G))Iはホモトピー同値である．したがって，
















I△ (X)I竺四,I△ (Y)I 
μx」 』μy
X ;Y 
が存在するここで，fは有限T。空間X,Y間の連続写像， 1△U)Iは多而体心(X)I,I△ (Y)I 
間の連続写像である
上の図式より「fが弱ホモトピー同値写像である」ことと「1△U)Iがホモトピー同値写像
である」ことは同値である．特にX= Ap(G), Y = Sp(G), f = i(=包含写像）とおくとき L















例えばベキ零の場合にはBp(G)が1点(=Sylow p—部分群）に定まるので，常に I△(Bp(G))I 
は可縮，すなわち△(Bp(G))が可縮になることがわかる．
3 Quillen Conjectureへのアプローチ
背理法でやる.Op(G) = 1とするこのとき有限T。空間Sp(G)は可縮でない.Sp(G) = 0 
であるならば，△(Sp(G)) = 0となってしまい， 1△（ふ(G))Iが可縮であることに反する．し
たがって，ふ(G)=/ 0である.PE Sp(G)をとって，
(i) I△ (Sp(G)<P)Iが可縮のとき， (i) I△ (Sp(G)<P) Iが非可縮のとき
で場合分けする.(i)のとき，『部分群Pが韮本アーベルならば， 1△(Sp(G)<P)Iが非可縮に
なってしまうので， PE名(G)¥Ap(G)である．ここで，
Lk△ (Sp(G))(P) =△ (Sp(G)<P) *△ (Sp(G}>p) 
を考察する ここで， Lk△(Sp(G) (P)は△（ふ(G))のPにおけるリンク複体である．今
I△ (Sp(G)<P)Iが可縮だから，
ILk△ (Sp(G))(P)I~{1 点} * I△ (Sp(G)>p)I~{1 点｝
したがって,ILk△ (Sp(G))(P)Iは可縮である． よって， 1△(Sp(G))I~I • (Sp(G))\{P}I~ 
心(Sp(G)¥{P})I-有限T。空間としてふ(G)とふ(G)¥{P}は弱ホモトピー同値であるから，
x(Sp(G)) = x(Sp(G)¥{P})である．実はx(Sp(G))= x(I△ (Sp(G))I) = x(I△ (Sp(G)¥{P})I) = 
x(Sp(G)¥{P}) = 1である．ここで， x(X)はXのオイラー標数である
一方，
ふ(G)= (ふ(G)¥{P})LJ{P} (disjoint union) 
だから，




ILk△ (Sp(G))(P)I = I△ (Sp(G)<P)I * I△ (Sp(G}>p)I 
を考察しよう．今PEAP(G)だから， Sp(G)<P= Ap(G)<Pであるしたがって， 1△(AP(G)<P)I 
が非可縮となるまずん(G)<P=J 0とするこのときは， Pには位数p2以上の元が少な
くとも 1つは存在する．今切(Z(P))= !:11(P) < Pより， !:11(P)E Ap(G)<Pである．こ
れは l~(Ap(G)<P)I が可縮になることを意味するので矛盾である. Ap(G)<P = 0である．
△ (Sp(G)>p) = 0ならば， Sp(G)= {P}となってしまい， Sp(G)は可縮になって矛盾であ
る．実際，
ふ(G)= {P}LJ(SP(G) -{P}) (disjoint union) 
161
であって，<P, >Pが空集合かつ心(Sp(G))Iは可縮だから， Pと順序同等なものしかな
いよって，名(G)= {P}である以下， Sp(G)>pcJ 0とする．
Claim I△（ふ(G)>p)l1ま可縮である．
Proof I△ (Sp(G)>p)I':::'I△ (Nc(P)>p)Iより，以下心(Nc(P)>p)Iが可縮であることを示す．
ふ(G)>PぅQをとる．そのとき， P<況 (P)<況(P)である.NQ(P) :=;Qに注意すると，




ILk△ (Sp(G))(P)I = I△ (Sp(G)<P)I * I△ (Sp(G)>p)I':::'I△ (Sp(G)<P)I * {1点｝
したがって， ILk△(Sp(G))(P川は可縮である (i)の議論により x({P})= 0となるが，これは
矛盾である．
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